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SULLE TRASFORMAZIONI IRRAZIONALI 0 UNIVOCHE ( EINDEUTIGE A ) 
E SULLE CURVE NORMALE E SUBNORMALE DEL GENERE p 

MEMORIA 

del dottori d. IIIIC! ed A. A II WF. VOTE 

( Milano ). 


Oggetto principale di questo lavoro si è quello di divulgare fra i nostri giova» i 
colleglli una delle più belle teoriche della Matematica moderna , la Teoria delle 
trasformazioni, la quale tanta parte deve agl'illustri Professori Riemann , CUbsch 
c Cremona ; c specialmente vorremmo clic altri più di noi capaci s’ invogliassero 
a studiare la classica opera dei signori Clebsck e Gordan , la quale , feconda di 
tante c cosi vaste idee, non potrebbe, in loro mano , non portare grandissimi prò- - 

gressi alla Scienza. 

La presente Memoria è divisa in tre parti. Nella prima diamo la dimostrazione 
del numero p in un'ipotesi alquanto più generale di quella considerala nella Theo - 
rie d. Abel. Fune/. , servendoci delle considerazioni geometriche usate dal Prof. 

Cremona nelle sue Lezioni sulle Funzioni Abclianc (date nel R. Istituto tecnico su- 
pcriore di Milano). Nel trattare l'abbassamento dell' ordine v della curva trasfor- 
mata (§ 18) i signori Clebsch c Gordan non hanno forse tenuta la via piu genera- 
le; cppcrò nella seconda parte trattiamo questo argomento considerando il com- 
penso che può aver luogo nel valore di v quando si facciano variare c l'ordine della 
rete di trasformazione e il numero dei punti doppi di f— 0 clic st assumono come 
punti-base di questa rete; c troviamo che quando p>i i esiste una curva normale 
di ordine p— I, analoga a quella di ordine p-)-l dell’opera, che abbiamo chiamato 
per analogia la curva subnormale del genere p. Nell'ultima parte abbiamo aggiunto 
alcuni esempi semplicissimi di trasformazioni analitiche , fra gli altri i due citati 
nell'opera a pag. 06. 

I. 


I. Sopra due piani dati X, V, supponiamo che si muovano con continuità due 
punti x, y iu modo, clic quando y descrive una retta , x descriva la curva corri- 
spondente di una rete d'ordine s. proiettiva a quella formata dalle rette del piano V. 
Se le curve <I>(*)=:<I>=0 della rete hanno rn punti fissi comuni (punti-base), due <l> 
qualsivogliano si segheranno ancora in altri s* — m punti variabili , a ciascuno dei 
quali corrisponde un unico e medesimo punto y , intersezione delle rette corri- 
spondenti a quelle due curve <b; ma viceversa ad un punto y corrispondono in ge- 
nerale, non uno, bensì s 1 — m punti x. 

Ora se il punto x descrive una data curva fx)—f =0 d' ordine m , dotata di d 
punti doppi e di r regressi ; e se fra gli m punti base della rete d’ ordii, e s sup- 
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poniamo che ve nc sicno e t -\-o-{-o"-ì-d'-4-r'-4-d"-i-r" comuni anche ad /=0 ; 
c propriamente clic sicno <r, semplici per /— 0 e per le 4>, a' e a" semplici per f— 0, 
doppi e regressi per le «b, d' e r' doppi e regressi per /== 0 e semplici per le 4>, in- 
fine d" e r" doppi e regressi tanto per /= 0 quanto per le 4« ; si può domandare 
quale sia il luogo del punto y corrispondente a quel punto x. Siccome lo interse- 
zioni di questo luogo incognito F(y)=F=0 con una retta arbitraria del piano Y, 
hanno per corrispondenti sul piano X le intersezioni variabili di /=0 con una 
qualsivoglia curva 4>; nc segue evidentemente che F{y)=0 è una curva d'ordine 

(I ) v=ns - <7, — 2(a'-t-o"-F-d’-j-r') — 4(d"-t-r"). 

Supponiamo che la F risulti una potenza F=(«f)*=0, dove & sia irreducibile; cioè 
clic F=0 sia percorsa k volte dal punto y. Quando y descrive F=0, uno degli s 1 — m 
punti x corrispondenti descriverà la /= 0, ossia il luogo di x sarà una curva com- 
posta, una parte irreducibile della quale sarà f— 0; ed ogni punto di F corrispon- 
derà a k punti di f. È poi evidente die se ./=0 non è il sistema di più curve , an- 
che F non sarà composta di curve distinte. 

In particolare , se k= I , cioè se F non è una potenza , le curve /=0 , F=0 si 
corrisponderanno punto per punto, cioè saranno punteggiate projettivamente: cp- 
però, come è noto, in tal caso esse sono dello stesso genere p. 

Questo teorema è abbastanza importante perchè se nc dia una dimostrazione 
diretta, la quale d’altronde si ricava molto facilmente con le seguenti considera- 
zioni. 

i. É chiaro che ad un punto singolare di f—0 non situato su tutte le d>, corrispon- 
derà su F=0 un punto dotato della stessa singolarità. Infatti se * è un punto or- 
dinario di f= 0 , non comune alle <t>, le <I> passanti per esso formano un fascio , c 
segano f— 0 in altri v — I punti variabili : la stessa cosa deve avvenire delle rette 
corrispondenti nel piano Y, le quali s’intersegberanno in un punto ordinario di 
F=0. Alla 4» tangente alla /= 0 in x, corrisponderà la retta tangente in y alla F=0. 
Ma se * è un punto doppio di f= 0, non comune alle <I>, ogni 4> passante per esso 
srga /= 0 in soli v — 2 punti variabili ; quindi anche nel piano Y ogni retta corri- 
spondente a quella 9 segherà F=0 in v — 2 punti variabili, epperò il punto y cor- 
rispondente ad x sarà doppio per F=0. Alle «belle in x sono rispettivamente tan- 
genti ai due rami di /== 0, corrisponderanno le due rette tangenti ad F=0 in y : c 
quindi se * è una cuspide per /■=(), anche y sarà una cuspide per F=0. Possiamo 
dunque concludere clic ai d — d' — d " punti doppi cd agli r_r'— r" regressi di f—0, 
che non sono fra i punti-base della rete delle 4» , corrispondono altrettanti punti 
doppi e regressi di F=0 ; c indicando rispettivamente con S' c p' questi punti sin- 
golari di F, avremo 

»'=zd— {d'+d") , p'=r— [r'-Hr'). 

Consideriamo ora i punti-base della rete delle <b che sono comuni anche alla f—0 
Le $ tangenti ad f=0 in uno dei punti o-, formano un fascio ; nel piano Y si avrà 
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in corrispondenza un fascio di rette, il cui centro y è un punto ordinario di F=0 , 
poiché le intersezioni variabili di quelle <t> essendo in numero v— t , altrettante deb- 
bono essere le intersezioni di F=0 con le rette uscenti da y. 

Se arò uno dei d punti doppi di f= 0 pei quali passano tutte le 4>,ie d> tangenti 
in x ad uno dei rami di f— 0, corrisponderanno a tante rette incrociate in un punto 
ordinario y t di F=0; ordinario perché le intersezioni variabili di quelle «I» sono an- 
cora v— 1. Analogamente le «Clangenti in * all'altro ramo di f= 0 corrisponderanno 
alante rette concorrenti in un altro punto ordinario y t di F=0. E quindi ad uno 
dei punti d' corrisponde una coppia di punti y„ y, di F=0. Alla d> che ha un punto 
doppio in x corrisponde la retta y, */,. Se * è un regresso (r) di /== 0, i punti corri- 
spondenti y,, y, saranno infinitamente vicini. 

Con ragionamenti affatto analoghi si trova che ai punti a, a" di {— 0 corrispon- 
dono altrettanti punti ordinari di F=0,e che aiti", r" punti di /==0, corrispondono 
altrettante coppie di punti (distinti o coincidenti) di F=0. 

Dunque in conclusione ai d' c d" punti doppi, ed agli r' c r" regressi di 
corrispondono non punti singolari ma coppie di punti (distinti 0 coincidenti) sulla 
F=0. Analogamente vi saranno sulla F — 0 dei punti doppi e regressi aventi per 
corrispondenti su di /ì=0 coppie di punti semplici»; indicandoli rispettivamente, 
con 8" e p", c chiamando 8 c p tutti i punti doppi c tutti i regressi della F=0 , 
sarà evidentemente 

8"=8 — 8’=:8— (f-fd’-t-d” , p”=p — p'=p — r hr'+r" ; 


cioè sulla curva /= 0 vi sono ò "-4-p" coppie di punti ciascuna delle quali coppie 
individua non una<I>, ma infinite formanti un fascio. 

3. Determiniamo ora la classe di F-— 0, che è data evidentemente dal numero 
delle tangenti clic ad essa arrivano da un punto arbitrario de! piano V, o , clic 
vale lo stesso, dal numero delle curve <P di un fascio arbitrario clic sono tangenti 
alla f=0. i punti di contatto delle «J> d'un fascio con la /= 0 s ino le intersezioni di 
df (M> <1<P 

/==<) con la .lacobiana Si- — ^ — 1 =0 relativa alla curva /==(? ed al fascio 

dr t dx, dx, 

qualunque 4>,-4-Xd> J =0 ; la quale Jacobiana è dell' ordine (2#-t-n — 3), passa pei 
punti <z (l d'-t-r' , d*-t-r* rispettivamente I, 3, 2, 4 volle avendo tanto nei 

punti (<r) quanto nei punti (d-j-r) le stesse tangenti che ha ivi la f= 0 (*) ; e passa 
inoltre pei d — d'—d 1 ' punti doppi e per gli r —r'—r “ regressi di f che non sono 


(*) Si dioiostra assai facilmente il seguente teorema ■ 

• Se un punto o multiplo bc condo r per tutte le curve di un fascio di ordi- 

• nc m, è multiplo secondo i per una curva data fs 0 d’ordine n; la Jacobiana del sistema 

• Sib— passa ( 2r-j-i— 2 ) volto per o, cd « dei suoi rami sono toccati dalle 

dx, dx, dx, 

• i tangenti in o della curva /= 0. • 
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comuni alle <t>, avendo in questi ultimi la stessa tangente. Quindi le intersezioni 
variabili della f=0 c della Jacohiana sono 

»(2s-f- n — 3) — 2», — 4 (»’+*") -O^'-l-r'))— I Q(d"+r')—2[d—d'—d"\ 

— 3(r— r'— r"] ; 

In questo numero sono comprese non solo le tangenti condotte ad F=0 dal punto 
arbitrario y, ma ancora le rette clic da y vanno ai p" regressi di F=0 : poiché 
queste rette corrispondono alle curve d» che toccano la /=0 nei punti x corri- 
spondenti ai detti regressi. (Tali punti x sono quelli ove /=0 é toccata non da 
una sola <t>, ma da infinite formanti un fascio, e questi fasci di <I>, corrispondono a 
fasci di rette aventi i loro centri nei regressi p'' di F=0). Ne segue quindi , sot- 
traendo dal numero superiore la quantità p"=? — r-f-fr'-t-r") , elle la classe della 
F=0 è espressa da: 

v(v — 1 ) — 23 — 3p=2v-t-n(n — 3 )—ìd — 3r-t-r'-+-r" — p" 

dalla quale si ha v[v — 3) — 25 — 2p=n(t» — 3) — 2d—2r ovvero infine 

v — l.v — 2 „ n — l.n— 2 

3— p= *-£ d-r—p , 

cioè « la curva trasformata F=0 è dello stesso genere p della curva data f— 0. 

Questa relazione è quella stessa trovata nell' opera partendo dall'ipotesi al- 
quanto meno generale clic non vi fossero dei punti o',o'\ d", r", cioè nell'ipotesi 
clic fra i punti comuni alla f=0 ed alle <t> non ve ne fosse alcuno doppio per le <l>. 
L'esistenza di quei punti non influisce per nulla sul numero p, comesi è veduto; 
e forse per questa circostanza, certamente non isfuggita ai signori Odiseli e Gor- 
dan, essi si sono dispensali dal considerarli. 


II. 


i. Resta ora a vedere se l'esistenza dei punti o', ir", d", r" porli qualche modi- 
ficazione ncli'abbassamcnto dell’ordine della trasformata; cioè se il minimo valore 
che sì ottiene per v in quest' ipotesi , sia lo stesso di quello ottenuto nell’ opera. 
Osservando che i punti doppi c i regressi si comportano ugualmente nel numero p, 
indicheremo complessivamente con a 1 i punti o‘ c of' , con - t i punti d'e r' , c con 
t, i punti d' cd r' ; c ciò per maggior semplicità di scrittura c per seguire le nota- 
zioni dell" opera. 

Supponiamo dapprima che sia s>n — 3 ; in questo caso per un teorema di in- 
colli .,*) le intersezioni della curva data f—0 con una curva <J> non data completa- 
mente, sono tutte determinate da 


(n— 1)(n — 2 


=ns — p — d — r 


(*) Creile T. 15. TU- d. Abeì. funet. $ 19 e Cremona, Introduz. art. IX. 
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soltanto fra esse; epperò le intersezioni della /= 0 con le <l> della rete R„ sono tutte 
determinate da • 

ns— p — d— r— 2 

soltanto fra esse. .Ne segue che i punti <t,, o t , t,, t, che noi assumiamo come punti 
comuni alla /=0 ed alle <l> della rete.sono soggetti alla condizione che il loro nu- 
mero (o meglio il numero delle condizioni lineari da essi rappresentate ) non su- 
peri ns—p — d — r — 2; e siccome ciascun punto or,, a,, conta rispettivamente 
per \, 3, 4, 3 condizioni per le «t^Jbisogna che sia 

^ n$ -p—d—r-i ; 


la quale condizione, combinata con l’equazione (1) cioè 


' l —nt—<r t — 2o f — 2 t, 

dà l' ineguaglianza 

(I) v>/»-+-2-+-d-t-r— 


La (I) mostra elici punti t, c t, si comportano ugualmente per quanto riguarda 
l'ordine v, epperò possiamo porre semplicemente t,-+-Tj=: (come nell’ opera cita- 
ta. p. 51). Si ha poi il minimo ordine v dando a - il massimo valore d-t-r , ed c c t 
il minimo valore zero (’). L siamo così condotti alla slessa formula 

'i—p-hì 

data ncU’opera ,'p. Ci). Inoltre, perchè la trasformazione sia possibile, il numero 


<r,-)-2T,=na — v- -2(T,-t-T,)=ns — — — — ——2 — d — r 


delle condizioni di cui si pilo ancora disporre ad arbitrio , dopo aver fatto passare 
le <I> per tuli’ i punti singolari d+r della /= 0, deve essere o positivo o nullo. Ma 
qui 3 ; onde 


n(n— 3) 


d— r=p — 4 


è in effetti positivo o nullo, quando p>2. Si vede quindi che con trasformazioni 
d’ordine supcriore all’ (n — 3)° si ottengono curve del minimo ordine p-{- 2; nelle 
quali trasformazioni le <l> passano per tutti i punti singolari ( doppi e regressi ) di 
f— 0 , e per altri punti fissi comuni corrispondenti alla oy condizioni rimaste 
ancora arbitrarie. 


(*) Si poteva prevedere che un punto t, avrebbe portato un aumento all’ordine Poi- 
ché mentre esso come punto doppio assorbe 3 condizioni per le * , conta soltanto per 2 
nelle interaezioni dello t con f= 0; che se disponiamo di quelle 3 condizioni al fine di far 
passare te t per tre punti semplici di f zd), si hanno invece 3 intersezioni, e quindi il e è 
più basso. 
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Supponiamo in secondo luogo che sia s^n — 3. Ponendo 
s—n — k, jt=3, 4,...(n — 2)j 
si ha per l’ordine v della trasformata 


v=»’n — k) — ir, — 2o,— 2 t, — ; 

ed inoltre il numero dei punti comuni, o meglio delle condizioni da rssi rappre- 
sentate , non deve superare il numero di condizioni individuanti una rete di curve 
d'ordine {«—*)■ cioè si deve avere * 


da cui 


ossia 


, . ==(«-*;("— *+ 3) a 

ir l -l-3o , ,-t-.,-f3 ll < z 




«(« — k) — v — (■t l -4-t t )<- 


(n-fc)(w— ft+3) 


v>jH- 1 — (-r.-j-- J- 


*(*—3) 


5. Esaminiamo ora sotto quali condizioni si ha il minimo valore di v. Il caso 
più favorevole intanto si ha ponendo o,=0 c prendendo 


v=p+1 -fd+r— ( t, 


*(*—3) 


ed allora 


' *)— ' 2(t,-H,)=p-3+[d+r— (*,+','] 


(k_3)(2 «_*) 


I punti t, e t, figurano allo stesso modo nell’espressione di v , onde possiamo per 
semplicità porre ; quanto al numero 0 ,-f-Sij esso altro non esprime che 

il numero delle condizioni fissate ad arbitrio nello stabilire la rete delle curve <J>, 
e può indicarsi semplicemente colla lettera Le due precedenti rela- 

zioni diventano, per questa notazione, 


v=p-t-1 -+-d-l-r — 


2 


e 


e—p — 34-d-t-r — i- 


(fc— 3)(2«— *) 

o 


Il minimo dell’espressione v dipende evidentemente dalle quantità te ft; e quan- 
do l’ordine » — k della rete è tale che tutte le d» possano passare per tutl’i punti 
singolari di f= 0, cioè quando 


(D 


</-t-r < 


(n — &)(« — ft-*-3) 


ovvero 


-n.(k — 3 i2n — k) 
P> 5 



Digitized by Google 


